PRACTICA 5

ESTUDIO DE LOS MODOS LINEALMENTE
POLARIZADOS

5.1 Introduccién

Vamos a continuar en esta préactica estudiando los modos linealmente polarizados.
En este caso se trata de desarrollar todo el formalismo matema&tico e implementar
un programa en MATLAB que nos permita visualizar la distribucién de intensidad
de cada uno de los modos para una fibra éptica de salto de indice.

Para conseguir nuestro objetivo analizaremos las ecuaciones de Maxwell desde el
prinicipio e iremos resolviendolas en diferentes pasos para tratar de simplificar el

problema global.

5.2  Frecuencias de corte de los modos

Antes de comenzar a analizar los modos que se propagan por una fibra, es necesario
determinar cuéles son los modos que se van a propagar y bajo que condiciones se
va a realizar esta propagacién. En general sabemos que la forma en la que la luz se

propaga en una fibra éptica viene determinada por los siguientes pardmetros:

e )\, longitud de onda
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e a, radio de la fibra
e 1., indice de refraccién del micleo

e 1., indice de refraccién del revestimiento

Sin embargo suele ser mds habitual referir todo a una serie de pardmetros

normalizados, que son los que realmente vamos a utilizar:

e U/, frecuencia normalizada, definida como

2
V= Tﬁ n3 —n3 (5.1)

e 3, constante de propagacién del modo

b, constante de propagacién del modo normalizada

k, nimero de onda en el vacio

® 41

® Q>

La relacién entre cada una de estas variables es

(Q1a)2 + (QQCL)Q =V? (5.2)
2 9
b= % (5.3)
q% = w2,u€1 — 62 = kzgn? — 62 (5.4)

¢y = f° — s = 52 — k*nj (5-5)
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Recordemos en primer lugar que la ecuacién caracteristica de la fibra éptica es
2 2
v 1 1
(o +K) (k1 + B3K,) = (ﬁ—) (—2 + —2) (5.6)
a a4

donde se ha definido

_ J,(q1a)

JV - Jv(Qla) (57)
K (qa)

Ky = K, (q20a) (58)

Cada una de las soluciones a las ecuaciones de Maxwell cumplen esta ecuacion.
En concreto, también se debe cumplir cuando cualquiera de los modos comience
a propagarse por la fibra. Un modo comienza a propagarse justo cuando b = 0.
En ese caso, y segin la ecuacién 5.3, ¢o = 0, por lo que segiin la ecuacién 5.2,
V|, = q1a. Analizando la ecuacién caracteristica bajo estos supuestos, se llega a que

las frecuencias de corte de los modos son los ceros de la funcién:
J,(V].)=0 (5.9)

Problema 8 Para una fibra dptica dada calcule todas las frecuencias de corte a

partir de las cuales uno o mds modos se propagardn a través de la fibra dptica.

5.3 Resolucién de la ecuacién de dispersién en una fibra de salto de

indice

Una vez que sabemos a partir de que puntos se empiezan a propagar nuevos modos,
serfa necesario calcular con que caracteristicas se estdn propagando. Para ello lo
mejor es dibujar un diagrama V-b, donde para cada posible frecuencia normalizada
se representa el pardmetro b con el que los modos se propagan. El problema
fundamental es que como varios modos se pueden propagar a partir una misma

condicién de corte, cuando resolvemos la ecuacién anterior no sabemos para cual
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Modos | Frecuencia de corte | Condicién
TEom | vom vr=20
TMom | Uom v=>0
HE; 0 v=1
HE1,, | uitm-1) v=1
EH,.. | vwm v>1
HE,n | uw-2m v>1

TABLA 5.1. Frecuencias de corte para cada uno de los modos que se pueden propagar por

una fibra éptica

de todos los modos la estamos resolviendo. Por ello en este apartado daremos un
desarrollo matemadtico que permite distinguir entre modos.

Cada modo que se propaga por la fibra 6ptica tiene una condicién de corte.
Esta condicién de corte la vamos a denominar en terminos generales t,,,, esto es,
Jy(uym) = 0, donde por lo tanto v seria el orden de la funcién de Bessel y m seria el
nimero de cero dentro de un orden determinado. La tabla 5.1 realciona cada modo

con los ceros de la ecuacién 5.9.

Lo que ahora realizaremos serdan una serie de operaciones sobre la ecuacién de
dispersién que nos llevard a separar los distintos casos. En primer lugar, sacando

factor comun a k

(Jo + K,) (n3d, + n3K,) = oy’ il 2 (5.10)
RSt = ke ) \@ 7 3 '
y operando
1 1\7°
22 n21 K, b n2 LK, b n2K? — {% (q—% N q—g)} (5.11)

Brv /1 1\
n?J,Qj—i—(n,f—i—ng)J,,K,,—i-n,gKi:{E 2+ (5.12)
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2 2 2 1 1\1?
J2+”1;”2JVK,,+%K5—VV <—+ )} =0 (5.13)

v 2 T 73
1 1 nika \ i q35

Tenemos una ecuacién de segundo grado en J,, que podemos resolver

2
_n?—i—ngK N n?—i—ngK . n—gKQ— Bu i_;_i 2
n? v \ n? v n2 v nika \ g2 2
1 1 1 1 qi g5

J, = 5 (5.14)

y operando se llega a:

n? +n? n? —n2\? Bv (1 1\1°
J,=—"1—"73K, £ L2 K2 —+ = 5.15
2n? \/( 2n? v nika \ ¢? * q (5.15)

Si definimos el pardmetro C' como

) 2\ 2 2
ni —n; v (1 1
¢ \/( 2n3 ) a L’le‘a (Q% +Q§>] (516)

la ecuacién (5.15) se puede escribir como

2 2
ni +nj
2
2n7

J,=— K, +C (5.17)

si dividimos la ecuacién anterior por a, se obtiene

2 2
o mimbe O (5.18)

a 2n? a a

sustituyendo las funciones J, y K, por sus valores se obtiene

J/ /2 /2 K/
14 (qla) — _771 +2772 14 (qza’) :l: g (519)
qad, (Q1a) 2ni  quak, (QQG) a

Si tenemos en cuenta las siguientes relaciones para las funciones de Bessel

v

T, (qa) = —Jyq1 (qua) + ﬁt}u (q1a) (5.20)
v

J, (qa) = J,_1 (qua) — —J, (qa) (5.21)
q1a

Si en la expresién (5.19) nos quedamos con el signo + y se introduce la relacién
(5.20) obtenemos

J, 2 2 K’ C
— +1 (qla’) 21/ 5 — _771 +2772 14 (qQG’) + — (522)
qad, (a)  qia 2n?  akK, (qa)  a
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Jo (a) ni +n3 K, (g0) 4 ( v g) (5.23)

qad, (pa) 202 gakK, (pa)  \gd® a

que resulta ser la condicién para los modos EH. Si ahora en la ecuacién (5.19)

utilizamos el signo — y utilizamos ahora la relacién (5.21) nos queda

‘]V_l (qla) _ v — _n% + n% KII/ (QQG) _ g (5 24)
qiat, (a)  qia’ 2ni  @ak, (ga) a '
J,_ 2 2 K/ C
1 (qla) — _nl +27’L2 v (QQCL) + ( QV > . _) (525)
qad, (1a) 2ni  qakK, (ga) qgia a

en este caso obtenemos la condicién para los modos HE.
Analicemos ahora que ocurre en las condiciones para los modos EH y HE cuando
se particulirza para el caso en que v = 0. Si partimos de la condicién para los modos

EH, expresién (5.23), obtenemos

Ji(qa)  ni+n3 Kj(gpa) C

= - — 5.26
qado (q1a) 2n  gaKo(qa) a (5.26)
si ahora en la expresién de C, expresién (5.16), particularizamos para v = 0
obtenemos
n? —n2\?
Cl,_y= ( 1 2> K2 (5.27)
=0 \/ 2n3? 0
o o md = nd K 529
v=0 2n? 2n? @Ko (qra)
e introduciendo este valor de C' en la expresién (5.26) se obtiene
arato (q1a) 2ni  gaKo(g20) 2ni  g2aKy (g20) '

Ji (qla) _ n% K(IJ (QQCL) (530)

qiady (qa) 13 gaKo (qa)

Si tenemos en cuenta la siguiente relacién de las funciones de Bessel

Ky (ga) = —Ki (g0a) (5.31)
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ahora la expresién (5.30) se puede escribir como

Ji (q1a) n3 K (ga)
— = (5.32)
qnato (q1a) ni g2aKo (q2a)
La condicion encontrada para los modos EH si se particulariza para v = 0 se obtiene
la condicién para los modos TM. Por eso se les conoce a los modos TM como modos
E.

Continuando con el andlisis para v = 0, ahora le toca el turno a la condicién de

los modos HE, expresién (5.25), y entonces podemos escribir

Joi(qpa)  nit+nd Ky(gpa) C

= 5.33
qrado (q1a) 2n?  qaKy(qa) a (5:33)
Ahora teniendo en cuenta las siguientes relaciones de las funciones de Bessel
K (g20) = =K (g20) (5.34)
J_l (qla) = —Jl (qla) (535)

y la relacién obtenida para C' en el caso particular de que v = 0, expresién (5.28),

ahora la condicién (5.33) se puede escribir

Jilgma) _ nitni Ki(ga) | ni—n —Ki(ga) (5.36)
qaJdo (1a) 2n?  qaKy (qua) 2n?  gakKy (gea) .
Jilma) _ ni+nd Ki(ga) ni—ni Ki(gpa) (5.37)
qrado (q1a) 2n?  qaKg (qa) 2n?  quako (g2a) '
J K
1 (qla’) . 1 (qQG’) (538)

qady (qa)  qaKo (qa)

La condicién encontrada para los modos HE si se particulariza para v = 0 se

obtiene la condicién para los modos TE. Por eso, los modos TE son conocidos como
modos H.

Para resumir recordemos las condiciones de los distintos modos, recogidas en la

Tabla (5.2).



10 Estudio de los modos linealmente polarizados

TABLA 5.2. Ecuaciones caracteristicas de los distintos modos.

2
Condicién Modos TM _il@a) — _n_g K (g20)
q1ado (q1a) ni goakKy (gea)
Ji(qa) K (ga)

Condiciéon Modos TE

qado(qa) __ graky (ga)
J, 1 (qa) _"f +ny K, (qa) n ( v Q)
qat, (@a) 207 guaK,(ga) \gia*> a
Jui1(qa) — ni+n; K (ga) L ( v Q)
qaJy (q10) 2nf  gpaKy (g2a)

Condiciéon Modos HE

Condicién Modos EH

@a?  a

Veamos ahora el procedimiento gréfico para resolver las ecuaciones. Analicemos

el caso de los modos TE, recordemos su condicién

Ji(ga) — Ki(ga)

= _ 5.39

qrado (q1a) g2aKo (g20) (5:39)
Representemos en primer lugar la condicién dada
J J

Al (@) (5.40)

q1aJo (q1a) YT, (z)
En la Figura 5.1 se ha representado y. En dicha figura se obser como aparecen
los polos en los ceros del denominador de la expresién anterior. Estos ceros son
ugy = 2,405, uge = 5,520, ugz = 8,654 y ugs = 11,792 y se observa como en esos
valores aparecen las asintotas. Ademads la funcién y presenta los ceros marcados por
las raices de J; (x). Estas raices son uj; = 3,832, ujp = 7,016 y uy3 = 10, 573.

Veamos el valor de la funcién y en el origen

1 sx\¥
T (@) o1 = 5 (5) (5.41)
1 fz\! =
J1 ()]s = 1 (5) 9 (5.42)
1 sa\0
Jo ()| 1 = ol (5) =1 (5.43)
en consecuencia
Q10
o1
Ji (q1a) 2 _ 2 (5.44)
qlaJO (qla) q1a—0 na 2
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012457810111[2

FIGURA 5.1. Representacién de la funcién y dada por la expresion (5.40).

Representemos ahora el otro miembro de la igualdad

__Ki(ga)

Ko (620) (5.45)

Lo que nos interesa ahora es representar no en funcién de gsa sino en funcién de ¢ a,

luego si tenemos en cuenta la definicién de frecuencia normalizada
(@1a)* + (q20)* = V* (5.46)

podemos expresar ¢oa en funcién de ¢ a y escribir

kS w) .
N e (i
y representar
Ki (V2 =2?) (5.48)

1T TV 2K, (VW - 2)
para distintos valores de V', en este caso hemos representado para un valor de V' = 8,

y el resultado obtenido se muestra en la Figura 5.2.
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-10"

FIGURA 5.2. Representacion de la funcién g dada por la expresion (5.48).

Si representamos superpuestas ambas graficas el resultado que se obtiene es el
representado en la Figura 5.3, ademds podemos anadir otra grafica donde el valor
de V = 5 para ver lo que ocurre.

Analicemos el caso de los modos TM, recordemos su condicién

J 2 K
1 (Q1a) _ _n_g 1 (QQCL) (549)
qraJo (Q1&) ni gakKy (QQCL)

condicién que es exactamente igual a la de los modos TE luego sélo cambiard la
forma de la curva g en el factor el cociente de los indices al cuadrado como se
observa en la Figura 5.4. En dicha Figura como casf coinciden las curvas g para los
modos TE y TM.

Este mismo método se puede aplicar tanto para los modos EH como los modos

HE.

Problema 9 Una vez wvisto el método para calcular cada uno de los pardmetros

para cada 'V, se le pide que dibuje un diagrama V-b para una fibra dptica cualquiera.
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FIGURA 5.3. Representacién esquematica de los modos TE para dos valores de V =8y
V =5.

FIGURA 5.4. Representacion esquemdtica de los modos TE y TM.
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FIGURA 5.5. Ejemplo de diagrama V-b para una fibra de salto de indice

Deberia quedarle algo como se ve en la Figura 5.5. Pruebe a variar los parametros

de la fibra e indique si encuentra algun caso especial.

5.4 Estudio de los modos linealmente polarizados

5.4.1 Andlisis de la ecuacion de dispersion bajo guiado débil

Veamos que ocurre en el caso de que los indice de refraccién sean muy préximos, es
decir que n; = no, en este caso las constantes de propagacién en medios de indices
ni y ng se pueden escribir como

kl = nlk

kg = Tlgk

teniendo en cuenta la condicién impuesta a la constante de propagacién en la fibra

para que los modos sean guiados

Tlgk = kQ g ﬂ < kl = 77,1]{3 (551)
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TABLA 5.3. Ecuaciones de dispersién para los distintos modos bajo la hipétesis de guiado

débil
Condicién Modos TEy TM | g, 2008 _ _ Ko(e:a)
:]71 (q1a) 1 (g2a)
Condicién Modos HE i (@19) = 0o Ky (920)
Jy-1(q1a) IEI (q2a)
Condicién Modos EH 1M = AN
Jyi1 (q1a) K +1 (QQCL)

en consecuencia

(5.52)

En consecuencia la ecuacién caracteristica de la fibra, que reproducimos a

continuacion,
1\2
(J + Ky (K2, + k2K,) = (6;> (q% + q—§> (5.53)
se transforma en
1\2
(J, +K) B2 (Jy + K,) = @y) (q1 n q_g) (5.54)

Analizando esta ecuacion se puede llegar a las expresiones de las condiciones de los
modos bajo la hipotesis de Guiado débil, que se encuentra resumidas en la Tabla

9.3.

Las condiciones de esta tabla se pueden escribir de forma compacta como sigue

=1 Condicién Modos TE y TM
Condicién Modos EH,,,

l=v—1 Condicién Modos HE,,,

, Ji1 (fha)
Ji (q1a)

K 1 (qa
Z—QQill(qz) l=v+1

K (g20) (5.55)

Por lo tanto observamos que para varios modos se tiene la misma condicién,
y de esta forma serian modos degenerados. Gloge propone para estos modos una
notacién especial, los denomina modos linealmente polarizados (LP), de acuerdo

con la siguiente regla

e LP,,, para los modos HE,,,



16 Estudio de los modos linealmente polarizados

e LP;,, para los modos TEy,,, TMg,, v HEs,,
e LP,,, para los modos HE(, 1) y EH—1)m

Ademis la notacién propuesta por Gloge tiene otro significado, un modo LP,,,
significa que tiene 2v méximos de intensidad a lo largo del perimetro y m méximos

a lo largo del radio

5.4.2  Andlisis de los modos bajo guiado débil

Estudiemos los modos que se propagan en una fibra en la que se cumple la
aproximacién de guiado débil. Las expresiones del campo eléctrico y magnético se
pueden expresar en sus tres componentes en un sistema de coordenadas cilindricas

como sigue:

E = E.é, + Eyéy + E.é, (5.56)

H = H,é, + Hyéy + H.é. (5.57)

A partir de las ecuaciones de Maxwell se puede obtener las siguientes ecuaciones

diferenciales
%%Edj + jBEs = —jwpH, (5.58)
JOE+ O = juopH, (5.59)
% {6(25@ B %JZT] o, (5.60)
%a;j: + j3H, = jweE, (5.61)
joH, + 2 — _juer, (5.62)

or
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1 8(’/‘H¢) 8HT .
{ 5 0@5] = jwukE, (5.63)

r

A partir de estas ecuaciones se pueden obtener unas expresiones que relacionan
las componentes transversales en funcién de las componentes longitudinales, a saber

__l oL, ﬂ@Hz
E, = qg( e (%) (5.64)

Ey=—

Ll (5 OF (5.65)

)
H, = —qlg ( _wed ) (5.66)
)

H, — ( I6; 8H 8EZ

e+ (5.67)

donde el pardmetro ¢* estd definido como
q* = wipe — ° (5.68)

Introduciendo las ecuaciones (5.64), (5.65), (5.66) y (5.67) en (5.60) y (5.63) se

obtienen las ecuaciones diferenciales para las componentes longitudinales

OB, 10E. 1B,

0°H, n 10H, 10°H

— 2 —
% Ty Tragg TOH:=0 (5.70)

que se pueden resolver por el tradicional método de separacién de variables

introduciendo soluciones de la forma

E., = AF, (r) "¢ el @t=52) (5.71)

H, = BG (r) e?ei@t=52) (5.72)
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donde v es una constante positiva o negativa pero ha de ser entera para que se
cumpla la periodicidad en 27. Introduciendo estas expresiones en (5.69) y (5.70), las

ecuaciones diferenciales que tenemos que resolver son

d2F, (r 1dF; (r V2

d2G1 (’T’) 1 dG1 (T) 2 1/2 .
dr? * r o dr * (q a §> Gi(r) =0 (5:74)

Para resolver las ecuaciones (5.73) y (5.74 hay que recurrir a las funciones de
Bessel de primera y segunda especies, ademds tenemos que encontrar la soluciones
dentro del nicleo y fuera de este, es decir para r < a y para r > a. Ademads si se
tiene en cuenta el comportamiento asintético de las funciones de Bessel en el origen

y en el infinito, las soluciones son

E.(r<a)=AJ, (qir) eIV i (Wi=B2) (5.75)
H, (r < a) = BJ, (qr) e?V?ed@t=52) (5.76)

donde
G = wner — 2 = ki — B2 =k* (n] — nZf)) (5.77)

Estas soluciones son vélidas para » < a. Fuera del micleo las soluciones para
las componentes longitudinales se obtienen por las funciones de Bessel modificadas,

normalmente representadas por K, (z) e I, (z). Asi las soluciones son

E. (r > a) = CK, (gr) €"?ed@=52) (5.78)

H. (r > a) = DK, (gor) &%l “1=52) (5.79)
donde

G = — ey = 87 — ki = k* (n;; — n3) (5.80)
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Si se impone las condiciones de continuidad se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones.
J, (qra) 0 —K, (gea) 0 A 0
pv Jwp B Jwp
—J, (q1a —J (q1a — K, (za — K (qa
ia (@) a0 (@) a (220) g (2:0) B 0
0 Jy (qra) 0 — K, (gza) C 0
jw€1 BV jW52 BV
- Jlqua’ —J,,qa - Kzqua _qua D 0
0 (@a) gia (@) G (2:0) Ga (220)
(5.81)

5.4.2.1 Expresiones de campo de los modos hibridos HE y EH

Problema 10 Expresar B, C'y D en funcion de A a partir del sistema de ecuaciones
tanto para los modos FH como HE.

Para consequir esto utilice las expresiones de las ecuaciones de Bessel:

14
J, (qa) = ql_aJV (qa) = Jut1 (qua) (5.82)
1%
K (gea) = ﬁKu (g20) — Ku+1 (q2a) (5.83)
2
y utilice también:
1%
T, (qra) = —na (q1a) + Jo—1 (qra) (5.84)
1
v
K, (qa) = ~ (20) — K1 (q20) (5.85)

Problema 11 Una vez calculadas las componentes longitudinales del campo en
funcion de A, calcular las componentes transversales del campo. Tenga encuenta

para su stmplicacion que:

14
Jy (qr) = Sl (i) F Jowr (qa7) (5.86)
1
Y que
v
K, (qor) = :l:WKI/ (g2r) — Kyt (gor) (5.87)
2
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Por comodidad no arrastre la dependencia en ¢, t y z. Pero tenga en cuenta la

dependencia en ¢ en el caso de que tenga que derivar.

Problema 12 Para comprobar la polarizacion lineal de los modos nos interesa
trabajar con coordenadas cartesianas. Previamente hay que tener en cuenta la

dependencia en ¢.

Exercise 13 Tenga en cuenta las siguientes ecuaciones de cambio de coordenadas
P, = P.cos¢— Pysin¢ (5.88)
P, = P.sing+ P,cos¢ (5.89)

y tenga también en cuenta la expresion para el coseno de la suma y diferencia y las

expresiones para el seno

cos(atb) = cosacosbFsinasinb (5.90)

sin(a+b) = sinacosb+ cosasinb (5.91)

En este momento debe tener las componentes en cartesianas de los modos HE y

EH tanto para » < a como para r > a.
5.4.2.2 Analisis de los modos TE y TM

Problema 14 Siga los pasos anteriores pero tenga en cuenta que para TE E, =0

y para TM H, = 0.
5.4.2.3 Estudio de los modos LPg,,

Problema 15 Realice combinaciones lineales de los modos HEy,, para consequir
que solo estén polarizados en la direccion x o en la direccion y. Las expresiones que

obtenga son las denominadas modos LPy,,.
5.4.2.4 Estudio de los modos LP1,,

Problema 16 Calcule las expresiones de los modos LPy, igual que en caso

anterior. Recuerde que estos modos son combinaciones de TEyn,tHEs, vy

TMom~HE>,, .
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5.4.2.5 Estudio de los modos LP,,

Problema 17 Calcule las expresiones de los modos LP,, igual que en caso

anterior. Recuerde que estos modos son combinaciones de HE,  1)ym y HEy_1)m.

5.5 Realizacion de la practica

Una vez que todos los pasos anteriores han sido cumplimentados, deberd
implementar un programa en MATLAB que para unos pardametros de la fibra dados
y la longitud de onda a la cual se trabaja sea capaz de representar graficamente
la distribucién de intesidad de todos y cada uno de los modos LP que por ella se

pueden propagar.
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